LAS INTERPRETACIONES NORMALES

ANGEL NEPOMUCENO FERNANDEZ

1. INTRODUCCION

Con objeto de probar la completud de un sistema formal de teoria de los tipos,
Henkin extiende en (2) el método que €l mismo habia desarrollado para la prueba
correspondiente a un sistema de primer orden. El resultado es que laldgica de predicados
de orden superior es completa en cierto sentido, siempre que se modifiquen las nociones
semdnticas. En (1) se aplica el método especificamente a segundo orden y se define una
semdntica, que podemos denominar en sentido general para distinguir de la que resul-
taria de sonsiderar una especial familia de dominios —cada uno de los cuales con todos
los elementos posibles—y a la que se califica de en sentido standard. La nocién bdsica
para elaborar una y otra semdntica es la de interpretaciones de un lenguaje formal de
segundo orden sobre una familia de dominios.

Las caracteristicas de las familias de dominios de interpretaciones son el objeto de
este breve estudio. Prodriamos resumirlas usando en parte terminologia de (4): Una
interpretacion (de un lenguaje formal de segundo orden) se define sobre una familia de
dominios, la cual consta de un dominio no vacio y dominios cuyos miembros son
relaciones de elementos del primero; pero serdn normales inicamente las dos clases de
interpretaciones siguientes. Una interpretacion en sentido general es aquéllaen que todas
las relaciones definibles —en términos del propio lenguaje formal- son permisibles; una
interpretacion en sentido standard es aquella en que todas las relaciones posibles son
permisibles. No obstante, es preferible llegar a una caracterizacién que descanse en
nociones mds precisas.

2. NOCIONES GENERALES

Sea % un lenguaje de primer orden que contiene pardmetos. Una interpretacion
de & se define como el par <D, %>, donde D # @ — conocido como universo de discurso



124 Angel Nepomuceno Ferndndez

o dominio de la interpretacion — y % es un conjunto de aplicaciones de signos de ¥ a
elementos de D y relaciones definidas en D, de acuerdo con las siguientes estipulaciones:

1) Si a es un pardmetro de ¥ #(a) € D,

2) Si R es un signo predicativo n-ddico de &, paran 2 1, #(R) € D", o, lo que

es lo mismo, & (R) € & (D).

Una interpretacién < D, % > es diferente de otra < D, %' > si % no coincide
con %', aunque se trate del mismo universo de discurso!. Para mayor facilidad, si .# es
< D, ¥ >, designaremos < D, ' > mediante .# 'y, en general, escribiremos .# (a),
# (R) —ensucaso, £ (a), F (R)-enlugarde ¥ (@)y SR -5 (a)y & R -,
respectivamente.

Para determinar el valor de una férmula bajo una dada interpretacién se procede
de lamanera habitual: 1) Se _# esunainterpretacién, R unsigno predicativo n-ddico, para
nz1l,a,.., a una secuencia de n ocurrencias de pardmetros (no necesariamente
distintos); R @,...,a) ,=1 si <F (a)), ... F (a)>€ F (R) —en caso contrario
(Ra,...,a), =0-; 2)(—a), =1siysélooa,=0,etc... Sinos hallamos ante una
férmula del tipo Axct, diremos que su valor bajo 7 es 1 siy sélo si (S ;‘ a),, =1, para
toda .# ' que difiere de .# a lo sumo respecto del valor dado al pardmetro a”.

Sea % un lenguaje de segundo orden —con variables individuales y predicativas,
por tanto— que posee pardmetros y relatores. Para interpretar %, hemos de contar con
un universo de discurso D, un conjunto R de relaciones definidas en dicho universo y el
conjunto de asignaciones (de %, al universo y conjunto de relaciones), siendo preciso,
ademds, determinar la manera de interpretar la cuantificacién predicativa. El valor de
una férmula del tipo Axa, six es una variable individual, es como en el caso anterior;
en cambio si x es una variable predicativa de cierta aridad, (Axo) ,= 1 si sélo
(a(s/x)) ,,= 1 paratoda #' < .7, siendo s un relator de la misma aridad que x.

Desde un punto de vista semdntico hay una diferencia esencial entre la
cuantificacién de primero y la de segundo orden. Sean las férmulas Axa y AP, siendo
x una variable individual y P una variable predicativa de cierta aridad. Dada la
interpretacién % para determinar Axc, y AP, hemos de estudiar los valores
ob/x),. y B(R/P),., respectivamente, para cada .# * &7 donde b representa un

1Si D# D', esobvio que < D, &> # < D', ¥'> (en este supuesto necesariamente
7). ;

2 Si ¥ no hubiera tenido pardmetros podrfamos decir (Axa) ,=1 siy s6lo si & = 1 para todos los
valores posibles de xen D. S*o es la formula resultante de sustituir en o cada ocurrencia
libre de x por a. Para mayor facilidad, en lo sucesivo haremos uso de las abreviaturas

o(a/x) para la sustitucién, e £ ' = .# paraexpresarque.# ' defiere de .# alo sumo respecto
de a.
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pardmetro y R un relator de la misma aridad que P. Supongamos que el cardinal del
universo de discurso ¥ es @; entonces el niimero de valores .# * (b) es ®,, peroel
nimero de valores posibles .# *(R) es 2%, puesto que se verificaque .# * (R)e & (D™
—donde n > 1 representa la aridad de P y R". Frente a este punto de vista se puede adoptar
otro distinto, segin el cual # * (R) € R SR, siendo R=U R, R, un conjunto de rela-
ciones i-ddicas, y | R,| £ @, paracada i 2 1 - | R | representa el cardinal de R -, con
loque el niimero de valores posibles .# *(R) es alo sumo @,,. Un punto de vista semejante
se presenta en los préximos apartados. En este sentido se habia pronunciado Henkin® al
estudiar la complztud del cdlculo de orden superior.

3. INTERPRETACIONES NORMALES

La nocién de interpretacion de los lenguajes de segundo orden se puede presentar
de la siguiente manera:

Definicién 1: .# =A/<{D’ D,D,...},¥>
donde {D, DD, ...} es una familia de dominios tal que D # @ y, paracada i > 1,

D, (D’) y & es un conjunto de asignaciones a elementos del lenguaje ¥, de la
familia de dominios, segin las cldusulas:

1) Siaes un pardmetrode ¥,, # (a) € D;

2) SiR es unrelator n-adico, paran 2 1, # (R) e D_. Lafuncién valor bajo .#
- de modo similar a primer orden-, tiene como dominio el conjunto de las férmulas de
%, yrangoen {0, 1}.En particular,si P es una variable predicativa n-ddicay R un
relator n-ddico, n> 1,y B es una férmula en la que P ocurre libre, APB =1 siy sélo
BR/P),.,=1,paratoda ? "z # - £ (R) € & (D"),aunquebien pudiera presentarse
que # "(R) ¢ D, siparaesta.# ocurrieraque D # #(D") -.

~ Definici6n 2:
Una familia de dominios {D, D,D, ...}, talque | D | = o y que, paracadai> 1,
| D, | < o, no es una familia de dominios standard.
Establecemos esta nocién mediante la

Definicién 3:

Una familia de dominios {D,D,,D, ...}, tal que D # @, se dice standard si,y sélo
si, para todo i 21,D,= (D). ‘

Estas familias de dominios standard, en las que el cardinal del universo de discurso

3 En (2), como se indicé antes.



126 Angel Nepomuceno Ferndndez

€s w,, permiten definir interpretaciones en las que, para determinada aridad n > 1, el
conjunto D_ de todas las relaciones n-ddicas posibles es tal que |D | <,

Definicién 4:

a) Si B es una férmula cualquiera de %, cuyas variables libres son a lo sumo
X, X, ..., X, una n-pla de variables individuales distintas entre si, para n = 1, .# una
interpretacion; entonces,
F B,..x)={<F (@), .....F (a)>:B(a/x),,=1,i<n, F' =7} donde
B (a,/x, ), ,representala formula resultante de sustituir en § cada ocurrencxa libre de
x, por el pardmetro a,, de x, por el pardmetro a,, y asf sucesivamente*
b) Si B es unaférmula cualquiera de £, que puede contener libres las variables
$,,8,-.5,, param2 1, -individuales o predicativas, distintas de x, X,, ..., X -7, , 7,5,
son parametros o relatores -si s, es individual, r, es un parametro; s1 s, €s predlcatlva r,
es un relator de la misma arxdad paracada i< m-; entonces, .# (3 (x X)) =0 g
(BGrp,.cor, /s, ...8 )x,...x)) ,
donde .# .rw =rr

Definicién 5:
Una interpretacién ¥ cuya familia de dominios es {D, D,,D,, ...} es una inter-
pretacion general si y s6lo si, para toda n-pla de variables individuales x,, x,, ..., x,,

distintas entre si para cadan > 1, y para toda férmula B, se verifica que .# (B (x,...x )
eD.

Definicién 6:
Unainterpretacién general £ esunainterpretacion standard siy s6lo sisufamilia
de dominios {D, D, D, ...}, es tal que paracada i > 1 se verifica que D,=.9 (D).

4. CONDICIONES DE NORMALIDAD.

Teniendo en cuenta la definicién 1, consideremos el siguiente caso. Sea .# una
interpretacién de %, definida sobre la familia de dominios {D, D » D, ...}; sea, por
ejemplo, D, = {#* (D) - D"} y sea B una fémula tal que .# (B (x)) € D de
acuerdo con la definicién 4 se tiene .7 (—p (x)) = {7 ' (a):—P (a/ xX) =1, 7"
=f }={F "(@):B(a/ x) =0, F '=7 }; esdecir, £ (= (x)) =D"-.# (B (x)); # (B
VB () =F B W)U F (=B m)e FPBX)U F(=p(x)=(D"- .5 P
(x)) v F (B (1)) =D, debido alo cual .# ((B v —P) (x)) ¢ D,, pueseneste caso
n = 1. Asi pues, podemos hallar interpretaciones -segiin la nocion de def. 1- las cuales
no serian normales;entendiendo que es normal una interpretacién cuando -como se

4 La operacién se sustitucién en el sentido habitual.
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establece en (1) - satgsface detgrminadas férmulas, particularmente las instancias del
X1... Xn . . . .
esquema APo— 5 o ; pero en el ejemplo hay una férmula cuya interpretacién
para la variable x no estd en el correspondiente dominio relacional, a saber f§ v — 3, por lo
. \éP X1...Xn
que cabe esperar que para alguna férmula o, APat., =( o), ==0 —basta con-

siderar la férmula AP ( VxPx — Vx—Px) y sustituir con § v —f—.

Definicién 7

Una interpretacién £ cuya familia de dominios es {D, D, D, ...} es una inter-
pretacién general si y sélo si:

19De D

29) Para té)do n 2 1, para cada n-pla de variable individuales distintas entre si

X, Xy X,

i) Si S e D, y existe una férmula f tal que .# (B (x,... x)) = S, entonces
(D"-S)e D;

i) Si Sy §’e D,y existen férmulas By B' tales que £ (B(x,...x))= S
e J (B'(x,...x)) =95, entonces Su S'e D
iii) Si §,e D, §,e D, yexisten férmulas B y B' tales que .# (B (x)) =D,
-siendo x una variable individual distintade x, paracadai<n- e .# (B(x,...x))
=S, entonces, y sélo entonces, $S,xS_ e D__;
iv)SiC=D, y
a) existe una férmula v, con la variable individual x libre, tal que Se C si y sélo
si hay al menos una ¥ ' = .# -donde a representa un pardmetro que no ocurre
eny-talque . ‘(y(a/x) (x,...x)) = S;o0
b) existe una férmula v, con la variable predicativa P libre tal que Se Csiy sélo
si hay almenosuna .# ' = £ -donde R representa un relator que no ocurre en
y-talque .# ' (Y(R/P)(x,...x))= S,entonces,UCe D

Proposicién:

Las definiciones 5 y 7 son equivalentes.

Demostracion:

1) =) Sea .# una interpretacién, definida sobre la familia de dominios {D, D e

Dz, ...}, tal que para todo n 2 1, toda n-pla de variables individuales x, x,, ..., x , distintas
entre si, toda férmula B, se verifica que .# (B (x,...x)) € D entonces:

1) Por definicién, # (VPP x) (x)) € D,.Pero # ((VP P x) (x)) =D.
2)i)SeaSe D, yS=5(B(x,... x,)). Por definicién .# ( - (x,...x)) e
D,.Pero .# (= (x,...x)) = D"-S.
ii) Sean las férmulas B y §', Sy S'e D, talesque £ (B (x,...x))= Se

S5Cfr.(1)p. 192y ss. y 295 y ss.
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F(P (x,...x)) = 3.
Por definicién, # ((Bv P (x,...x)) € D ,pero # (BvP)(x,...x)=Sv
S.

iii) Sean las formulas B y B', Se D,y S'e D talesque # (B (x))=9S e
F(B (x,...x)) = S
Por definicién, # ((B A B") (x,x,...x)) e D, pero# (BAP)(x x,...x)

=SxS.
Por otra parte, para cada férmula 3, cada n+ 1 variables individuales
X, X, X,, ..., X, -distintas entre si- por definicién F (P (x))e D, &

(B (x,...x))e D, yporiltimo, .# (B (x,x,...x)) e D, . Pero 5
(B (xx,...x =2 (B () xFPB(x,...x)).

iv)a)SeaC<D .Sea vy unaférmulatal que S € Csiys6losihayuna ¥ '=.#
talque & ' (y(a/x)(x,...x))=S; por definicién £ (V xy) (x,...x))e D_
Pero # ((V xy) (x,...x))=UC.
b)SeaC<D, y unaférmulatal que Se Csiysélosihayuna # ' 7 de
manera que ¥z ((Y(R/P) (x,...x))=S; por definicién .# ((V Py) (x .x))
€ D .Pero.# (VPY) (x,...x))=UC.

2)9 Seaunainterpretacién .# talque verificalas condiciones 1) y 2) establecidas;
probamos que para cada n-pla de variables individuales x,, x, ..., x , distintas entre si,
n>1, paratoda férmula B, # (B (x,...x)) e D,

1) Analizamos los casos que se pueden presentar si [} es atémica:

A) En P no ocurre ninguna variable individual libre. Entonces .# (B (x,...x,)) es
@ o D7; por la primera condicién y sucesivas aplicaciones de 2) iii) D"e D y@ e D,

B) En B ocurren libres las variables individualesy,, y,...y,, siendoi < ny, parar
<i,yesunax, parak < n.Supongamos, para simplificar, que y,,y,...y,, sean, res-
pectivamente, x,, X,...x,. En tal caso, # (B (x,...x )= F (B (x,...x)) x D**; puesto
que D+ e D, , mediante i aplicaciones de la clausula 2) iii), se concluye que (.# ( B
(x,...x))xD")e D

C) En B estan libres las variables x,, x,..., x, y s6lo éstas. Supongamos, para sim-
plificar, que Bes Ra,...a x,...x,,dondea,, a,, ..., a, son pardmetros. Por definicién,
de interpretacién, .# (R) € D__; por sucesivaaplicacién de 2) iii), # ((Ra,...ax,..x)
(x,...x))e D

D)En estan libres las variables y,, y,...,y,, param > n,y cada x, es Y, para i
< nyj< m. Supongamos para simplificar que Bes Rx..xy ,.y. Por deflmcxon F

(R) e D_; por sucesiva aplicacién de 2) iii), # (Rx,...x )y ... ym) (x,...x))e D_

Proseguimos la prueba por induccién sobre la longuitud de B, refiriéndonos en el
paso de la induccién a los casos correspondientes a —, v, y V solamente puesto que, para
los restantes signos 16gicos, podemos obtener la demostracién desde sus definiciones y
los casos mencionados.

2) Sca P de la forma —ae F(P(x,...x)) € D,. De acuerdo con 2) i)
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(D*-# (o(x,...x)))e D,.Pero (D7 (a(x,...x )= F (=0(x,...x))).

3)Seafdelaforma avye s (a(x,...x))e D e s (y(x,...x))e D
De acuerdo con 2) ii) (F (a(x,...x))u F (Y(x,...x))) € D,.~ Pero (£ (o (x,...
XNu F(Yx,...x)N=, (avy(x,...x)).

4) Hemos de contemplar dos subcasos correspondientes a cuantificacion de
variable individual y variable predicativa:

A) Sean: B de la forma V x o, x una variable individual, @ un pardmetro que no
ocurre en 0, y un Jeterminado niimero -no necesariamente finito- de interpretaciones 7
talesque .# " (0 (a/x) (x,...x ))& Dne # ' = # .Deacuerdo con la condici6n 2) iv),
si C es el conjunto de los # ' ((a.(a/x) (x,...x)), entonces U C = .7 (( Vxa) (x, ...
x)).B)Sean: BdelaformaVPa, P una variable predicativa, R un relator de la misma
aridad que P que no ocurre en ¢, y un determinado niimero -no necesariamente finito-
de interpretacién # ' tales que £ ' 3 £ e . ‘(o (R /P (x,...x))e D.De
acuerdo con lacondicién 2)iv),si C eselconjuntode los £ '(ct(R /P (x,...x)), entonces
UCe D PeroUC=.7 ((VPo)(x,...x)).

De acuerdo con la definicién 6, todas las interpretaciones standard son interpreta-
ciones generales. Por otra parte, segun se ha comentado mds arriba, s61o son normales
las interpretaciones generales, las cuales han sido debidamente definidas; una vez
probada la proposicién anterior, podemos afirmar que Unicamente son normales las
interpretaciones que se ajustan a la definicién 5 o a la definicion 7.
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