INVESTIGACIOGN EN LA ESCUELA 2004

En este articulo se hace referencia a la contribucion que desde la propia Fisica
se ha hecho a la crisis epistemoldgica del Mecanicismo Newtoniano y, conse-
cuentemente. al desarrollo del Paradigma de |la Complejidad. Se pone el acento
en la Teoria (Matematical de los Sistemas Dinamicos vy en el estudio de los fe-
nadmenos no-lineales. Como aplicacidn de todo ello se proponen cambios sus-
tantivos en |la educacidn v en la ensenanza de las ciencias acordes con la con-
cepcion actual de la Fisica vy el desarrollo de las Matematicas vy la Informatica.
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La ciencia y la Filosofia de la ciencia
de la modernidad

La Ciencia Mecanicista Newtoniana, con-
juntamente con los conceptos de progreso,
razdn y otros, ha sido desde sus origenes uno
de los pilares fundamentales de la Modernidad
Ilustrada (Morenao, 2002).

Los supuestos de la Ciencia Mecanicista

El paradigma del Mecanicismo Newtonia-
no fue construido sobre los supuestos de inte-
ligibilidad y objetivaciéon y ha dominado la so-
ciedad occidental hasta nuestros dias (Schro-
dinger, 1975).

El supuesto de inteligibilidad considera
que el acontecer natural puede llegar a com-
prenderse e implica la existencia de un orden
en el Universo que se manifiesta en forma de
leyes naturales.
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El Orden de la Naturaleza se concibe de
forma semejante al funcionamiento de las
maquinas y se construye de acuerdo a un plan
externo. Este concepto paradigmdtico del
Dios Relojero de la Ciencia Moderna se man-
tiene hasta bien entrado el siglo XX.

Por otro lado, el supuesto de objetivacién
afirma que el conocimiento es objetivo y to-
talmente independiente del sujeto cognoscen-
te, de sus pretensiones, creencias y valores. En
coherencia con el supuesto de inteligibilidad
el hombre que describe la Naturaleza no pue-
de pertenecer a ella, sino que la domina desde
el exterior; la visidn teoldgica del Universo
justifica que el hombre sea capaz de descifrar
las leyes fisicas que lo gobiernan acercdndose
poco a poeco al conocimiento que Dios posee
de forma absoluta (Lamo de Espinosa et al,
1994). Descartes establecid una separacién ra-
dical entre el Yo Pensante y la Cosa Material,
es decir entre filosofia y ciencia. Esto ha con-
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ducido a la ciencia a prescindir de una capaci-
dad de autorreflexién y a eliminar al sujeto de la
observacién, en la suposicion de que los objetos
existen independientemente del sujeto que ob-
serva. Al separarse artificialmente el observador
del objeto observado se originaron unas Huma-
nidades y unas Ciencias de la Naturaleza total-
mente incomunicadas (Morin, 1995).

La Fisica Newtoniana y el Principio
de Determinismo

Como sabemos, las Leyes de la Dindmica de
Newton estdn formuladas como un conjunto de
ecuaciones diferenciales, llamado sistema dind-
mico, que estudian la evolucién temporal de las
variables posicidn y velocidad de un sistema de
cuerpos, considerados como puntos materiales,
sobre los que actian un conjunto de fuerzas. Si
se conocen las posiciones y velocidades de las
particulas en un instante cualquiera, denomina-
das condiciones iniciales, entonces aquellas
quedan también perfectamente determinadas
en cualquier otro instante, anterior o posterior,
y consecuentemente las trayectorias del conjun-
to de particulas. Los sistemas dindmicos newto-
nianoes permiten, pues, tanto predecir el futuro
como retrodecir el pasado (Principio de Deter-
minismo).

Las ecuaciones del movimiento implican
una simetria temporal de tal manera que si las
velocidades de todos los puntos del sistema di-
namico son instantinea y simultineamente in-
vertidas, todo ocurre como si el sistema reco-
rriera el tiempo en sentido inverso (Reversibili-
dad temporal). Esta visién newtoniana conside-
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ra al tiempo como un mero pardmetro geomé-
trico y la irreversibilidad asociada a un tiempo
unidireccional como una herejia. Las ecuacio-
nes de la mecénica newtoniana estudiaban pro-
blemas sencillos en situaciones idealizadas e
irreales por ignorarse el rozamiento (vednse
ejemplos en el recuadro inferior).

En el mundo de la Mecdnica Newtoniana s6-
lo lo ideal es objeto de ciencia y se desprecian los
rozamientos que dan lugar a la irreversibilidad.
La introduccidn del rozamiento plantea el pro-
blema del tiempo unidireccional, una flecha del
tiempo, y la irreversibilidad propios de un con-
texto real. Esta fuerte divergencia entre la con-
cepcidn newtoniana del tiempo v la de los proce-
sos reales fue el comienzo de las discrepancias
entre cientificos y fildsofos y humanistas. Estas
discrepancias iniciales se agravaron al intentar
generalizarse las leyes de la Mecdnica a otras ra-
mas del conocimiento, como la biologfa o la so-
ciologia, y llevaron a un posterior divorcio entre
ambas corrientes de pensamiento dando lugar a
lo que luego se ha dado en llamar las “Dos Cul-
turas™: la Cultura Humanista y la Cultura Cienti-
fica; la primera ha devenido en “consciencia sin
ciencia” y la segunda en “ciencia sin consciencia”
(Morin, 1995). De esta manera se ha separado la
reflexion filoséfica de la teoria cientifica. Estas
dos culturas han vivido, en gran medida, de es-
paldas la una a la otra hasta la actualidad y es
causa importante de los grandes problemas que
aquejan a la Humanidad.,

Veremos, en los siguientes apartados, que la
quiebra del Paradigma Mecanicista y la emer-
gencia del Paradigma de la Complejidad sienta
las bases epistemoldgicas y cosmoldgicas para

aparicion del cometa Halley.

+ Quizd el ejemplo mis sencillo sea el del péndulo simple desprovisto de rozamiento. Conocida la lon-
gitud del péndulo y la posicién inicial, las leyes de la dindmica predicen su posicién en cualquier ins-
tante anterior o posterior. El movimiento de este péndulo idealizado no termina nunca y si lo grabi-
semos y proyectramos posteriormente la pelicula no notariamos nada anormal; contrariamente a lo
que ocurriria si la pelicula fuera la de un cigarrillo quemdndose.

+ Un segundo ejemplo, tipico de la Mecinica Newtoniana, es el del movimiento de un planeta o come-
ta alrededor del Sol. Conocidas la posicién y velocidad en un instante cualquiera, considerado como
inicial, pueden determinarse la posicién y velocidad en otro instante cualquiera, anterior o posterior,
con solo aplicar las ecuaciones del movimiento. Asi, se han calculado las fechas pasadas y futuras de
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que se supere esta brecha en el mundo del
pensamiento y se cree una nueva cultura inte-
gral que se ha venido denominando la Tercera
Cultura.

La crisis del Paradigma Mecanicista

Apoyada en los supuestos de inteligibilidad
y objetivacién la Ciencia Newtoniana se cons-
truyo sobre un conjunto amplio de conceptos
entre los que destacan los de: reversibilidad,
causalidad lineal, regularidad, determinismo,
ley natural, orden natural, predecibilidad y es-
tabilidad. EI desarrollo de la Fisica a lo largo de
los siglos XIX y XX, aunque fundamentalmen-
te en este ltimo, ha hecho que este conjunto
de conceptos v los postulados fundamentales
sobre los que se construyeron hayan entrado en
crisis y puesto de manifiesto la obsolescencia
de los planteamientos mecanicistas mds radica-
les. Una importante consecuencia de todo ello
es que se han sentado las bases para la supera-
cién del divorcio entre las corrientes humanista
y cientifica del pensamiento.

Crisis del concepto de inteligibilidad

Este supuesto ha entrado en crisis debido
fundamentalmente a las aportaciones hechas
desde la Termodinamica y la Teoria (Matemati-
ca ) de los Sisternas Dindmicos. Vedmoslo bre-
vemente limitindonos a sus aspectos concep-
tuales.

La Termodindmica rival de la Mecdnica

En el ano de 1811, coincidiendo con los
éxitos mds deslumbrantes de los fisicos meca-
nicistas laplacianos, Fourier publicd su “Teoria
de la Propagacién del Calor en los Sélidos”
que, al estar elaborada con el mismo rigor ma-
tematico de las leyes newtonianas, ponia en
primer plano cientifico la irreversibilidad de los
procesos naturales. A partir de ese momento la
fisica matemdtica y la ciencia newtoniana deja-
ron de ser sinénimas.

En 1847, Joule enuncid el Primer Principio
de la Termodindmica, o de Conservacion de la

Energia, que supuso un paso decisivo al inter-
pretar como un proceso de conversién de ener-
gia la conexién entre la quimica, la ciencia del
calor, la electricidad y la biologfa y permitié ex-
plorar de manera coherente la multiplicidad y
complejidad de los procesos naturales (Prigo-
gine y Stengers, 1983).

William Thomson relaciond las pérdidas de
calor y el rendimiento en las maquinas térmi-
cas con la tendencia universal a la propagacion
irreversible del calor, o degradacién de la ener-
gfa, al enunciar el Segundo Principio de la Ter-
modindmica. La articulacién de estos dos gran-
des Principios permitié dar un salto vertigino-
so desde la tecnologia de las mdquinas térmicas
a la cosmologia.

Clausius introdujo un nuevo concepto, el
de entropia, que sirve para medir la irreversibi-
lidad de los procesos y permitié que el Segun-
do Principio de la Termodindmica se reenun-
ciara afirmando que: “La entropia de un siste-
ma aislado aumenta hasta un maximo”. Esta re-
formulacion introdujo en la Fisica una “flecha
del tiempo” que permite predecir, por tanto, la
evolucion irreversible de un sistema fisico.

De esta manera qued¢ establecida una dua-
lidad en la Fisica: por un lado la Dindmica,
aplicable al mundo de las masas en movimien-
to, donde los fendmenos son reversibles y la
Termodindmica, base de la ciencia de los pro-
cesos irreversibles, reales y complejos. Boltz-
mann, al introducir el concepto de probabili-
dad logré la integracion de estas dos cosmolo-
gfas relacionando los niveles microscépico de
la materia, definido por un gran nimero de
particulas, y macroscdpico.

Los Sisternas Dindmicos No-integrables

A finales del s. XIX Poincaré distinguid en-
tre sistemas dindmicos integrables y sistemas
dindmicos no integrables.

Un sistema dindmico es integrable si es po-
sible obtener una solucién en forma de funcién
analitica, o férmula matemadtica precisa, que
nos dé los valores de las variables del sistema
para cada valor del tiempo. Los sistemas dind-
micos integrables encuentran, para cada con-
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junto de condiciones iniciales, una tnica tra-
yectoria que constituye la selucién univoca-
mente determinada. Los sistemas dindmicos in-
tegrables tienen por tanto comportamiento re-
gular y predecible. Un sistema dindmico es inte-
grable cuando sus variables pueden definirse de
manera que las interacciones entre sus partes,
sean eliminadas. Para los sistemas dindmicos
integrables puede decirse que todo viene dado
ya desde el primer instante y nada puede suce-
der ya; el sistema, de esta manera, no cesa de re-
petir, bajo formas equivalentes, un estado ini-
cial del que no olvida el mds minimo detalle
(Prigogine, 1997).

Ejemplos de sistemas dindmicos integrables
sencillos son el del péndulo simple sin roza-
miento y que no esté sometido a ninguna otra
fuerza que la de la gravedad. Un segundo ejem-
plo de sistema dindmico integrable, en el cam-
po de la astronomia, es el denominado de “ los
dos cuerpos’, consistente en dos astros cuales-
quiera que interactiian mediante la ley de la
Gravitacién Universal y donde se han ignorado
las interacciones con los demds astros. En con-
creto son sistemas dindmicos integrables los
formados por el Sol y La Tierra asi como La
Tierra y la Luna, o el formado por la Tierra y
cualquier satélite artificial que orbite a su alre-
dedor.

Si todos los sistemas dinamicos fueran inte-
grables el mundo seria cerrado y reversible don-
de no habria lugar para la flecha del tiempo, ni
la autoorganizacion ni proceso creativo o vital
alguno. Sin embargo, la mayoria de los sistemas
dindmicos son no-integrables.

Si el sistema dindmico es no-integrable en-
tonces no siempre es posible obtener una fun-
cién que permita saber los valores de las varia-
bles del sistema para cada valor del tiempo. Ya
Poincaré, a finales del s. XIX, demostré que el
denominado “problema de los tres cuerpos”,
cuyo ejemple mds familiar es el movimiento de
la Luna influido simultdneamente por la Tierra
y el Sol, no tiene solucién analitica y es, por tan-
to, no- integrable.

A lo largo del siglo XX se han demostrado
algunos teoremas matemdticos de imposibili-
dad que demuestran que las soluciones analiti-
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cas no pueden existir en algunas situaciones
(Ranada, 1986).

La no-integrabilidad de algunos sistemas di-
namicos permite una formulacién estadistica
de las Leyes de la Dindmica al incluir la irrever-
sibilidad y las probabilidades. Esta nueva for-
mulacién de la Mecéanica Clédsica podria llamar-
se determinista-aleatoria. Las ecuaciones, aun-
que son deterministas en su estructura mate-
mdtica, pueden dar lugar a dos tipos de solucio-
nes-trayectorias: trayectorias normales-deter-
ministas y trayectorias aleatorias. Estos com-
portamientos regulares y cadticos estin entre-
mezclados entre si.

Los sistemas dindmicos integrables y los to-
talmente desordenados o ergédicos son casos
extremos, teniendo el sistema dindmico genéri-
co soluciones de los dos tipos. Es por ello por lo
que la regularidad y la irregularidad, el orden y
el caos, la predecibilidad y la impredecibilidad,
el determinismo y el indeterminismo estdn in-
disolublemente unidos de forma complementa-
ria como las dos caras de la misma moneda. De
esta manera surge una vision nueva: la de un
Universo probabilista donde orden y caos, de-
terminismo y probabilidades se juntan en un
mundo complejo y creativo, muy alejado del
mundo frio y cerrado del mecanicismo inicial
que no dejaba nada al azar y a la iniciativa crea-
dora individual (Prigogine, 1997).

Estos descubrimientos han trascendido el
marco de las teorias matematicas y fisicas y han
creado una importante ruptura epistemolégica
que han agravado la crisis de la cosmologia
newtoniana pues queda cuestionado el mismo
concepto de ley fisica, ya que los sistemas cadti-
cos no pueden ser predichos para tiempos ma-
yores que un valor que depende de las condi-
ciones iniciales y del grado de estocasticidad.
Este valor puede aumentar mejoranda los mé-
todos de calculo pero siempre corre mas depri-
sa el nimero de operaciones a realizar para
conseguirlo.

Los sistemas dindmicos no integrables tie-
nen para algunos valores de los pardmetros
“sensibilidad fuerte a las condiciones iniciales”,
hecho que se conoce como “efecto mariposa”;
este nombre fue acufado por el meteordlogo
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norteamericano E. N. Lorenz, al proponer un
modelo de sistema dindmico para la atmdsfe-
ra, y hace referencia a que un cambio minimo
en las condiciones iniciales, producido por
ejemplo por el aletear de una mariposa en la
selva amazoénica puede perturbar el comporta-
miento atmosférico en cualquier lugar del
mundo.

Dado que nuestro sistema solar es un siste-
ma dindmico con mds de tres cuerpos puede
afirmarse que constituye un sistema no inte-
grable y por lo tanto no puede obtenerse una
solucion analitica que dé con exactitud los va-
lores de las variables posicion y velocidad para
cada instante. Todo lo mds que puede hacerse
son célculos aproximados despreciando inte-
racciones al considerar sélo algunos astros. Los
sistemas dindmicos en astronomia se encuen-
tran con frecuencia cerca de ser sistemas inte-
grables. Asi, despreciando la influencia de los
demds planetas, cada uno de ellos tiene una 6r-
bita regular alrededor del Sol. Los métodos de
cdlculo numérico proporcionan una buena
aproximacion para un tiempo finito, pero no
aseguran la estabilidad para un tiempo infinito.
Veamos algunos ejemplos:

La perturbacién introducida por las fuerzas
interplanetarias no destruye todas las orbitas
regulares; esto se debe a que la masa de los de-
mas planetas es pequenia comparada con la del
Sol y de esta manera los planetas siguen trayec-
torias proximas a elipses. No obstante no pue-
de afirmarse que esto serd siempre asf para to-

dos los planetas y nunca se expulse un planeta
o se produzca una colisién. Es probable que eso
pueda haber ocurrido con algunos de los
miembros menores del sistema solar, y es asi-
mismo posible que vaya a ocurrir con Quirén,
que se mueve en una orbita excéntrica inestable
entre Saturno y Urano. En el recuadro inferior
afiadimos algunos casos que ilustran los con-
ceptos introducidos anteriormente,

Crisis del supuesto de objetivacion

El segundo supuesto de la Ciencia Moder-
na, el de objetivacion fue atacado en sus bases
epistemoldgicas por las aportaciones de la Me-
cdnica Cudntica a principios del siglo XX, dan-
do al traste con la pretensién de crear un cono-
cimiento objetivo independiente del observa-
dor, al afirmar que objeto y sujeto del conoci-
miento estin indisolublemente unidos. El ob-
servador perturba la naturaleza observada. Las
propiedades de los atomos y moléculas no son
mas que potencialidades mds o menos proba-
bles, hasta que una medicién fija un valor; el
resultado de la medicion estd asociado siempre
a una probabilidad. El Principic de Indetermi-
nacién o Incertidumbre de Heisemberg pone
cotas en la medicién de las variables fisicas ob-
servadas. Existe un Principio de Incertidumbre
Generalizado que dice que asi como en la Me-
canica Cudntica el observador perturba al obje-
to observado, el cual perturba su percepcién,
asi también el objeto y el sujeto se perturban

+ Ejemplo 1. Un satélite de Saturno llamado Hiperidn tiene una dindmica doblemente cadtica; por una

parte su forma no esférica se explica por el hecho de que la trayectoria cadtica del sistema formado
por Saturno, su satélite Titin e Hiperién, impide que se reacumulen fragmentos ya que si estos llega-
ran a esta trayectoria serfan expulsados de ella. Por otro lado, el movimiento de rotacion de Hiperién
alrededor de su propio eje es asimismo cadtico, siendo muy dificil predecir la direccion de su eje (Las-
kar y Froeschle).

Ejemplo 2. Gracias a un modelo matemitico sencillo, implementado por ordenador, se ha podido de-
mostrar que el cometa Halley tiene un movimiento caético. Este resultado puede generalizarse a los
demds cometas de los que, por sélo resistir un nimero limitado de pasos cerca del Sol, puede decirse
que tienen una vida limitada en el tiempo.

Efemplo 3. Un péndulo simple sometido simultdneamente a una fuerza periédica y amortiguamiento
tiene comportamiento irregular o cadtico para ciertos valores de los pardmetros amplitud y frecuencia
de la fuerza aplicada (Ranada, 1990b).
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mutuamente. Hay una incertidumbre funda-
mental, ontoldgica, entre el sujeto y el entorno,
que solo puede ser resuelta mediante una esci-
sién ontoldgica absoluta, y por tanto falsa, so-
bre la realidad del sujeto o del objeto. Esta limi-
tacion ontolégica al conocimiento objetivo y al
determinismo es compatible con una concep-
cién cientifica mas humana en la que el sujeto
no es extrano a la realidad observada. Es ade-
mds un estimulo para el conocimiento pues
abre Ia posibilidad de enriquecerlo, a la vez que
lo hace menos cierto y por tanto mds abierto
{Morin, 1995).

Sistemas dinamicos y no-linealidad

El desarrollo de la Teoria (Matemadtica) de
los Sistemas Dindmicos ha introducido un
conjunto amplio de conceptos que rivalizan
epistemoldgicamente con los conceptos clasi-
cos de la Fisica Newtoniana Clasica; entre estos
destacan los de: impredecibilidad, indetermi-
nismo, irreversibilidad, emergencia, no lineali-
dad, causalidad circular, caos determinista, bi-
furcacién, no-proporcionalidad entre causa y
efecto y autorregulacién. Iremos viendo el sig-
nificado de todos ellos a lo lago de los ejemplos
que trataremos lineas abajo. Ello ha permitido
a uno de los cientificos que mas han aportado
al desarrollo de la Teorfa de los Sistemas Dina-
micos v a la explicitacién del Paradigma de la
Complejidad, el Premio Nobel de Quimica Ilya
Prigogine, decir:

“En la concepcion clésica el determinismo era
fundamental, y la probabilidad era una aproxima-
cidn a la descripcion determinista, debida a nuestra
informacién imperfecta. Hoy la situacién es a la in-
versa: las estructuras de la naturaleza nos constri-
fien a introducir la probabilidad independiente-
mente de la informacién que poseamos. La des-
cripcién determinista no se aplica de hecho mas
que a situaciones sencillas, idealizadas que no son
representativas de la realidad fisica que nos rodea”

La simulacién matemdtica

Los dos métodos tradicionales de investiga-
cién en la Ciencia Mecanicista han sido la ob-
servacion y la experimentacion. El gran desa-
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rrollo de la Teorfa (Matemdtica) de los Siste-
mas Dindmicos y de las Ciencias de la Compu-
tacion ha introducido una nueva metodologia
de investigacion: la modelacion y la simulacion
matematica. Esta nueva metodologia es una de
las principales caracteristicas de las Ciencias de
la Complejidad.

Los modelos matemdticos no pretenden, co-
mo otros tipos de modelos, producir una copia
exacta de la realidad, sino sélo representar al-
gunas caracteristicas de la realidad en forma de
ecuaciones diferenciales.

Una vez elaborado el modelo matemdtico,
debemos comparar las predicciones de éste con
los datos del sistema. Si el modelo y los datos
concuerdan, tendremos confianza en que las
hipétesis hechas al crear el modelo son razona-
bles y podremos usarlo para hacer prediccio-
nes; si no concuerdan, entonces debemos estu-
diar y mejorar nuestras suposiciones. En todo
caso, aprenderemos mds acerca del sistema real
al compararlo con el modelo matematico de
partida.

Los tipos de predicciones que son razona-
bles dependen de nuestras hipdtesis. Si nuestro
modelo se basa en reglas precisas como las Le-
yes de la Dinamica de Newton sobre el movi-
miento, entonces podemos usarlo para hacer
predicciones cuantitativas muy exactas. Si, en
cambio, las hipotesis son menos precisas o si el
modelo es una versién simplificada del sistema,
entonces serfa absurdo tratar de obtener pre-
dicciones cuantitativas exactas. La linea diviso-
ria entre predicciones cualitativas y cuantitati-
vas es en si misma imprecisa, pero con frecuen-
cia es mejor y mds ficil usar cualitativamente
aun el més preciso de los modelos (Blanchard,
1999).

Tipos de sistemas dindmicos

Matemdticamente un sistema dindmico se
expresa como un conjunto de ecuaciones dife-
renciales en las que la variacién con respecto al
tiempo (derivada temporal) de cada una de las
variables dependientes del tiempo viene expre-
sada como una funcién matematica del con-
junto de estas variables. Asi, para el caso parti-
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cular de dos variables, x e y, el sistema dinami-
co viene dado por las dos ecuaciones diferen-
ciales siguientes

dx
E:f(x:y)
dy _
E—Q(XJ’)

En general y dependiendo de la forma ma-
temdtica que tengan las funciones fy g, la reso-
lucién exacta, mediante procedimientos anali-
ticos, de este sistema de ecuaciones diferencia-
les es muy dificil y casi siempre imposible. Sin
embargo en algunos casos es muy sencilla, co-
mo ocurre cuando se cumple fa condicién de
linealidad, consistente en que las variables de-
pendientes estdn elevadas a una potencia uni-
dad. En este caso los sistemas dindmicos se lla-
man lineales.

Los sistemas dinamicos lineales pueden
descomponerse en partes y cada una de ellas
puede resolverse separadamente; la solucién
general se obtiene por recomposicion y sintesis
de las soluciones parciales. Esta idea de andli-
sis-sintesis, central en el pensamiento de Des-
cartes y en toda la Ciencia Mecanicista, ha sido
extraordinariamente fecunda en la metodolo-
gia cientifica al permitir reducir problemas
complejos a problemas sencillos. En este senti-
do, un sistema dindmico lineal es precisamente
igual a la suma de las partes y no se contem-
plan procesos de interaccién alguno. Asi, por
ejemplo, un fenémeno lineal representado por
dos variables cualesquiera, x ¢ ¥ que varien con
el tiempo 1, viene dado por el sistema de ecua-
ciones diferenciales siguiente

dx
—=ax+b
dt 3
dy
S= B
di 4

donde a, b, cy d son coeficientes numéricos ca-
racteristicos de cada fendmeno. En la primera
de las dos ecuaciones, el término ax indica que
la variacién de la variable x con el tiempo es

proporcional a ella misma; analogamente, el
término by sefiala que la variacion temporal de
la variable x es proporcional a la variable y; en
consecuencia la primera de las ecuaciones reco-
ge la idea de que la variacién de la variable x
con el tiempo es la suma de los efectos propor-
cionales a ambas variables; este hecho equivale
a suponer que la variacion total de una variable
con respecto al tiempo es la suma de las varia-
cicnes de cada una de las variables dependien-
tes. Este principio reduccionista, conocido en
Fisica como Principio de Superposicion, ha si-
do ampliamente aplicado en sus diversas ramas
con resultados muy brillantes. Otro tanto puede
decirse en relacion a la segunda de las ecuacio-
nes diferenciales.

La mayor parte de los fendmenos de la na-
turaleza son, sin embargoe, no-lineales y si se in-
tenta aplicarles el Principio de Superposicion se
fracasa estrepitosamente; Einstein sugiric al res-
pecto que puesto que las ecuaciones fundamen-
tales de la Fisica son no-lineales, habria que re-
hacer toda la fisica matemdtica; Simmons
(1993) dice al respecto que “...s7 su bela de cristal
estaba limpia el dia en que dijo tal cosa, las mate-
mdticas del futuro serdn, con certeza, muy dife-
rentes de las del pasado y el presente”.

Un ejemplo sencillo tipicamente no-lineal
se observa cuando intentamos oir simultinea-
mente dos de nuestras canciones favoritas y no
obtenemos el doble de placer.

En aquellos sistemas donde ocurren fendme-
nos no-lineales las partes que lo constituyen es-
tan interfiriendo, compitiendo o cooperando en-
tre si y rige el Principio Sistémico de que el todo
es mds (o0 menos) que la suma de las partes.

Matemadticamente los sistemas dindmicos
no-lineales se caracterizan porque las variables x
e y presentes en las funciones fy g no estan ele-
vadas a la unidad, sino a cualquier otra potencia
o bien son funciones trigonométricas o de otro
tipo. Desde el punto de vista de la resolucién
matematica, los sistemas dindmicos no-lineales
son, en general, imposibles de resolver analitica-
mente y ha de recurrirse a técnicas cualitativas
y/o soluciones aproximadas, para las que es ex-
traordinariamente ttil, cuando no imprescindi-
ble, la ayuda de técnicas computacionales,

[=]
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Un ejemplo de un sistema dindmico no-li-
neal es el que modela el péndulo simple me-
diante las dos ecuaciones diferenciales siguientes

de

=

d—w: ~£a)—gsen6
dt m

en el que las variables dependientes € y (@ re-
presentan, respectivamente, el dngulo de des-
viacion respecto de la vertical y la velocidad de
rotacion. Los nimeros b, m1, gy [ son, respecti-
vamente, el coeficiente de friccion, la masa del
péndulo, la aceleracion de la gravedad y la lon-
gitud del péndulo. La aparicion de la funcién
trigonométrica hace que el sistema dindmico
sea tipicamente no lineal. En Fisica elemental se
resuelve este problema despreciando el roza-
miento (b=0) y suponiendo que el dngulo de
desviacidén 8 es pequerio, con lo cual se puede
hacer la aproximacion senf =8 . De esta ma-
nera el sistema dindmico no-lineal anterior se
convierte en el siguiente que ya es lineal

do B

dt

do __gg4
dt /

Este sistema lineal se resuelve analiticamen-
te, y por tanto de forma exacta; de esta manera
obtenemos la funciones que permiten calcular
el dngulo 6 para cada valor del tiempo,

=001 y la velocidad de rotacion @ = w(t);
puede calcularse adicionalmente el periodo, T,
del péndulo simple, dada por la férmula de la

Fisica elemental
—

[
T=2r_|—
E

Hemos resuelto, de forma aproximada, el
problema a costa de despreciar los efectos de
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rozamiento y sélo para pequenos desplaza-
mientos angulares, con lo que hemos idealizado
una situacion alejdndonos de la situacion real y
pagado, por tanto, el alto precio de ignorar la
irreversibilidad, que es una de las caracteristicas
fundamentales de los procesos reales, tanto en
el mundo inanimado como en el animado.

Un segundo ejemplo, tomado de la Ecologia
de Poblaciones, viene dado por el sistema diné-
mico no lineal sencillo de “dos especies en com-
petencia’, representado por el sistema de ecua-
ciones diferenciales

d
d—f:al;»c—b,;vc2 - xy

dlz a4y _b2y2 —CXy
L

La no-linealidad se observa en la presencia
de los términos cuadréticos byx’; b_;yz; CIXY; CoXy
donde los dos dltimos representan las interac-
ciones entre las dos especies (Edwards y Penney,
1994).

Métodos de andlisis y resolucién
de los Sistemas Dindmicos

Tres son las técnicas, enfoques o métodos
matematicos principales empleados en la resolu-
cidn y/o andlisis de los Sistemas Dindmicos: ana-
litico, cualitativo y numérico (Blanchard, 1999).

El enfoque analitico, es el enfoque cldsico en
la resolucién de ecuaciones diferenciales y bus-
ca encontrar formulas precisas y explicitas que
describan el comportamiento de las soluciones;
esto quiere decir que permiten saber con preci-
sion el valor que tendrd la variable dependiente
estudiada en cada instante. Desafortunadamen-
te, la gran mayoria de ecuaciones diferenciales
no pueden resolverse con el método analitico y,
por tanto, no es posible encontrar soluciones
explicitas exactas. Es necesario entonces recu-
rrir a otros métodos alternativos como los cua-
litativos y numéricos.

El método cualitativo es extraordinariamente
ttil para describir el comportamiento de las so-
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luciones a largo plazo. Aunque su utilidad pue-
da parecer muy limitada en principio es, sin
embargo, el tipo de conocimiento que busca-
mos con frecuencia.

El enfoque numérico utiliza métodos aproxi-
mados con la ayuda de la extraordinaria poten-
cia de cdlculo de los ordenadores actuales.

Cada uno de los métodos tiene sus ventajas
e inconvenientes. Algunas veces ciertos métodos
pueden ser muy utiles mientras que otros no lo
son tanto. Una de nuestras tareas principales al
estudiar las soluciones de los sistemas dinami-
cos es determinar qué métodos, o combinacién
de elles, funciona bien en cada caso especifico.
En la mayoria de los casos se usardn lo tres mé-
todos de forma complementaria.

La Didactica de la No-linealidad

Tanto desde la Psicologia de la Educacién
come desde la Diddctica de las Ciencias de la
Naturaleza se ha insistido sobremanera, duran-
te las dltimas décadas, en la importancia de par-
tir en los procesos de enseflanza-aprendizaje
tanto de fenémenos fisicos o biolégicos familia-
res a los estudiantes como de experiencias rele-
vantes relacionadas con su vida cotidiana y de
interés social. Sin embargo:

a) Los grandes problemas a los que debe en-
frentarse actualmente la Humanidad entre los
que destacan los medioambientales, la conser-
vacion de ecosistemas y la explotacién de recur-
sos naturales son extraordinariamente comple-
jos, debido no sélo al gran niimero de variables
de distinto tipo que intervienen sino funda-
mentalmente a la interaccién entre ellas que se
reflejan en las caracterfsticas no-lineales de los
sistemas dindmicos que los modelan. Esto hace
muy dificil un tratamiento diddctico con las
metodologias tradicionales de investigacién: la
observacién y la experimentacion. La observa-
cién directa es ineficaz por tratarse de fendme-
nos con cambios lentos que sélo pueden apre-
ciarse a largo plazo. En las diversas ramas de la
Biologia la experimentacién no puede aplicarse
a sistemas reales debido también a la compleja
interaccion del gran niimero de variables que

intervienen. En Fisica los métodos experimen-
tales se limitan a estudiar fendmenos simples e
idealizados para que se ajusten a modelos mate-
maticos sencillos que ignoran la irreversibilidad
pero que estén al alcance de los conocimientos
matematicos del alumnado.

b) Por otro lado, desde nuestro punto de
vista, un enfoque diddctico constructivista apli-
cado de forma mecanica y simplista ha promo-
vido investigaciones sobre “concepciones pre-
vias” “preconceptos” o “errores conceptuales”
del alumnado sin investigar, de manera paralela
y en interaccién con ellas, las concepciones de
los profesores acerca del mismo tema. Este he-
cho tiene gran interés diddctico, pues las inves-
tigaciones se han centrado en fendmenos fisicos
idealizados que no consideran aspectos esencia-
les como el rozamiento con el aire como ilustra
el que los libros de texto de Fisica de nivel de se-
cundaria los ignoran debido a su aparentemen-
te alte nivel matemdtico. Por el contrario, los
alumnos cuando responden a cuestiones relati-
vas a estos conceptos dentro del contexto esco-
lar prescinden de sus conocimientos empiricos
adquiridos fuera de él, que son, sin embargo,
mucho mds cercanos a la realidad que los expli-
cados por los profesores. Conceptos como el
coeficiente de penetracién, Cy, de un coche o
de un ciclista son, con frecuencia, mejor cono-
cidos por algunos alumnos que por los profeso-
res, seglin hemos podido comprobar en nuestra
préctica educativa diaria.

Hechos como éste contribuyen, en buena
medida, al fracaso escolar por centrar mds los
contenidos de Fisica en aspectos idealizados de
la realidad y actividades encaminadas a la ob-
tencién de un resultado numérico preciso que a
la comprensién profunda de los fenémenos y
conceptos relevantes ligados a la experiencia del
alumnado.

Sin embargo, en nuestra opinidn, es posible
actualmente introducir innovaciones impor-
tantes en la didéctica de las ciencias, tanto de
los niveles de enseflanza secundaria como de
los primeros cursos universitarios, si incorpora-
mos los aspectos conceptuales y cualitativos de
los grandes avances habidos a lo largo del siglo
XX en la Teoria (Matemdtica) de los Sistemas
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Dindmicos y sus aplicaciones a las diversas ra-
mas de la Fisica y la Biologia fundamentalmen-
te. Estas innovaciones pueden influir positiva-
mente no sélo en la dimensién cognitiva de
cualquier aprendizaje sino también en sus as-
pectos motivacionales y actitudinales.

La incorporacién de la simulacién, como
una nueva herramienta metodoldgica, permite
abordar tanto el estudio de los fendmenos no li-
neales como sus aspectos diddcticos, que son
inabordables desde las perspectivas analiticas
mas tradicionales. La simulacién mediante mo-
delos matematicos sencillos permite ilustrar fe-
némenos complejos. El andlisis de estos mode-
los matematicos puede hacerse mediante la me-
todologia cualitativa, que pone el acento en el
comportamiento a largo plazo de los fenéme-
nos, y para la que es suficiente un conocimiento
matemético a nivel de Bachillerato. La metodo-
logia cualitativa puede complementarse con
técnicas informaticas que contribuyen a au-
mentar el rigor conceptual, la precisién en los
célculos y la comprensién de los fendmenos
complejos.

Veamos algunos ejemplos sencillos pero fa-
miliares tomados de la Ecologia de Poblaciones
y de la Mecanica.

La No-linealidad en la Ecologia
de Poblaciones

Ilustraremos en las lineas que siguen el sig-
nificado de algunos conceptos caracteristicos de
la no-linealidad con algunos ejemplos de inte-
rés y significatividad social.

Explotacién de recursos naturales: La pesca

Consideremos un primer ejemplo, tomado
de la Ecologia de Poblaciones, que ilustrard de
forma clara los efectos no-lineales de una tasa
creciente e ilimitada de pesca sobre la poblacion
de una especie cualquiera de peces v que podria
ilustrar las consecuencias dramdticas de la ex-
plotacién de recursos renovables no sujetos a
controles cientificos y politicos rigurosos.

dx
La tasa de crecimiento 3 de la poblacién x
de una especie de peces si no hubiera limitacién
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de recursos y espacio puede modelarse supo-
niendo que es proporcional al valor de la pobla-
cién en cada momento. Con estas suposiciones
el sistema dindmico serfa

dx

dt

donde el término ax se denomina potencial
bidtico de la especie y es la tasa potencial de
crecimiento de la poblacién si no hubiera limi-
tacién de alimentos y espacio vital. En este caso
la poblacién tendria un crecimiento exponen-
cial ilimitado en el tiempo lo cual no es real. Si
mejoramos el modelo suponiendo que hay li-
mitacion de recursos y espacio la ecuacion dife-
rencial puede reformularse para obtener la de-
nominada ecuacidn logistica

que recoge el hecho de que conforme la pobla-
cién crece, el potencial bidtico se reduce segiin
el factor gy

K

que se denomina resistencia ambiental al creci-
miento. El parametro K representa el valor mé-
ximo de la poblacidn de peces que el habitat
puede mantener. En el caso en que la poblacidn
alcance este valor, x=K, puede verse en la ecua-
cién que la tasa de crecimiento se anula. Dicho
en otros términos, el valor K representa la po-
blacién de equilibrio estable o sumidero, ya que
cualquier alteracion de este valor, por encima o
por debajo, hace que la tasa de crecimiento sea
negativa o positiva respectivamente. Dado que
la poblacién oscila alrededor de su maximo va-
lor puede decirse que el sistema se autorregula.

Veamos el efecto de la variacién de la tasa de
pesca sobre el crecimiento de la poblacién de
peces y la supervivencia del propio caladero. Si
designamos la tasa de pesca por el parametro p,
entonces la ecuacién logistica queda modificada
para dar

dr K

dx K—x
axl -~
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Por métodos cualitativos sencillos, al nivel
maemdtico de Bachillerato, puede demostrarse
que existe un valor para la tasa de pesca llama-
do tasa de bifurcacién py, dado por pp ak

4
para el que la poblacién alcanza el valor estable
o sumidero K

X = —
2

A partir de ahi, para un valor cualquiera de
la tasa de pesca, pg, superior a la tasa de bifur-
cacion, pg » pp ocurre algo dramdtico ya que la
poblacién x disminuye de forma continua hasta
desaparecer. No hay ya forma alguna de evitar
que la poblacion de peces se extinga: ¢l fenéme-
no es irreversible y el drama se hace inevitable
(de ahi el subindice “d”) (Blanchard, Devaney y
Hall, 1999).

Vemos que el hecho de que una pequenia ta-
sa de capturas produzca sélo una pequena dis-
minucion de la poblacién a largo plazo, no im-
plica necesariamente que un poco mds de pesca
cause sdlo una pequefia disminucién adicional
de la poblacién. Una vez que se ha sobrepasado
el valor de la bifurcacién, la poblacién de peces
tiende a cero inevitablemente. Ha emergido una
nueva situacion y se dice que la poblacién ha
entrado en un sumidero de extincién.

Esta variacion del nimero de capturas in-
troduce una complejidad extraordinaria y hace
que aumente la importancia de las decisiones
para que no ocurran hechos irreversibles que
pueden ser dramaticos.

Es importante hacer notar que el valor de
bifurcacién es un valor tedrico y que en la prac-
tica suceden hechos aleatorios, no predecibles
ni controlables, que hacen que pueda desplazar-
se hacia valores inferiores con lo cual es funda-
mental mantenerse alejados de dicho valor.

Este fenémeno ilustra claramente la falta de
proporcionalidad entre causa y efecto pues una
pequeia variacion en el fendémeno considerado
como causante, la tasa de pesca, produce una
disminucién desproporcionadamente mayor en
la poblacion. Pequefios efectos producen gran-
des causas. No rige, por tanto, el principio de
proporcionalidad ya que este fendmeno es cla-
ramente no-lineal,

La experiencia nos dice que la pesca incon-
trolada de muchas especies ha producido fend-
menos catastréficos reales como en el caso de la
extincidn de los caladeros de anchoas peruanas
(Romero Romero y Garcia Véazquez, 1998).

Dos especies en competencia

Consideremos como segundo ejemplo, bien
conocido en la Ecologia de Poblaciones, el caso
de dos especies en competencia. Este fenémeno
tipicamente no-lineal puede hacerse extensivo a
otros dmbitos distintos al de la Biologia donde
dos especies de cualquier tipo: sociales, econd-
micas, psicoldgicas, etc. puedan competir. Asi-
mismo es facilmente generalizable a los fené-
menos de cooperacién, también en cualquier
dmbito, sin més que cambiar el signo de los tér-
minos cruzados (productos xy).

Sean x(t) , y(t) las poblaciones en el tiempo
t de las especies 1 y 2, respectivamente. Sean
ademds, K; y K3 las poblaciones maximas de las
especies 1 y 2.

Como en el ejemplo anterior, los términos
a;x azy son los potenciales bidticos de cada
una de las especies y si los individuos de la es-
pecie no excretan algtin producto residual toxi-
co. Sin embargo, conforme la poblacién crece,
el potencial bidtico de las dos especies se reduce
segtin los factores

que son denominados resistencia ambiental al
crecimiento de cada una de las dos especies.

Las constantes ¢ty 3 indican el grado de in-
fluencia de una especie sobre la otra. Si los inte-
reses de las dos especies no son coincidentes y
ocupan nichos separados, entonces tanto ¢ co-
mo f serdn muy cercanas a la unidad. Por otro
lado, si una de las especies —por ejemplo la es-
pecie 2— utiliza el medio ambiente de manera
ineficiente; es decir, si consume grandes canti-
dades de alimento y excreta productos residua-
les altamente nocivos, entonces un individuo de
la especie 2 ocupard el lugar de muchos indivi-
duos de la especie 1. En este caso, el coeficiente
& serd muy grande,



Entonces las tasas de cambio en las pobla-
ciones x e y satisfacen el sistema dindmico si-
gulente

dx 5 K —x-ay

dr K,
dy K, —y-pBx
Y gy K2
dt K

Puede verificarse facilmente la equivalencia
matemdtica de la formulacién de este sistema
dindmico con la dada al final del apartado 2.2

Un analisis matemadtico-cualitativo riguroso
del sistema dindmico anterior demuestra que
pueden darse cuatro casos, dependiendo de los
valores relativos de los coeficientes de las dos
ecuaciones (Braun, 1990):

Caso 1.- Los parametros cumplen los si-
guiente requisitos

Ki/oe> K>, Kg/ﬁ( K;

En este caso puede demostrarse que y(t)
tiende a cero cuando f tiende a infinito, para to-
da solucion x(1), y(#). Es decir, a largo plazo, la
especie y se extingue siempre, independiente-
mente de los valores de las poblaciones iniciales
de cada una de las poblaciones.

Caso 2.- Los parametros cumplen las desi-
gualdades

Kj/a< K>, KiB>K)

En este caso x(1) tiende a cero cuando ttien-
de a infinito. En otras palabras, a largo plazo es
ahora la especie x la que se extingue y es la espe-
cie y la que siempre sobrevive. Esta extincién es
independiente de los valores de las poblaciones
iniciales de cada una de las dos especies.

Caso 3.- Los parametros cumplen los si-
guiente requisitos

Kij/oo> K3, K_?/ﬁ> K;
En este caso las dos especies pueden coexis-

tir sin ningin problema a largo plazo, indepen-
dientemente de los valores iniciales de las po-
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blaciones, y alcanzan unas poblaciones estables
dadas por los valores de equilibrio siguientes

Kl _aKz

xeq e P
1—af

K? _ﬁKl

Caso 4.- Los pardmetros cumplen los si-
guiente requisitos

Ki/a <K, K3 /B<K;

En este caso para determinados valores ex-
traordinariamente precisos de las poblaciones
iniciales x(t=0), y(t=0), que son draméaticamen-
te criticos, existen unas poblaciones de equili-
brio inestable dado por

x :Kl_aKz
“ 1-aff
K, - BK,

Yo =T "o

Estas poblaciones de equilibrio existen sélo
en la teoria, pues en la practica no pueden man-
tenerse, ya que ocurren sucesos aleatorios que
hacen que las poblaciones en algtin instante sal-
gan del conjunto de valores criticos.

Asi, como caso particular, podemos compro-
bar que dos especies que compiten por un mis-
mo nicho y vengan dadas por los pardmetros

a;=60: a;=42; K;=20; Kx=14; 0=4/3; B:2/.3

cumplen las desigualdades dadas por el Caso 3
y por lo tanto coexistirdn perfectamente sean
cuales sean los valores de las poblaciones inicia-
les de cada una de ellas.

Cualquier variacién de algunos de los para-
metros K, Kz, ay 8 puede afectar a la topolo-
gia del retrato fase y por tanto cambiar sustan-
cialmente la evolucién de las dos especies. Asi,
por ejemplo siendo

£<K1
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si el pardmetro o disminuye tanto que la condi-
cién

Kl
—< K,
o

deja de cumplirse para pasar a ser

K,

—>K,

(04
entonces la topologia del retrato fase pasa de ser
la del caso 4 a la del caso 1; esto quiere decir que
la especie 2 se extinguird vy la especie 1 sobrevi-
vird. De forma analoga, si estando en el caso 4,
el parametro § disminuye de tal manera que la
condicién Kz /B < K; deja de cumplirse para
pasar a ser

% > K,

entonces la topologia del plano fase pasa a ser la
del caso 2; quiere esto decir que ahora la especie
1 serd la que se extinguird y la especie 2 serd la
que sobrevivira.

La diddctica del modelo, en sus aspectos
conceptuales, podria centrarse en el significado
biclégico de los pardmetros del sistema dindmi-
co ast como en las influencias externas que ha-
cen que estos modifiquen sus valores numéri-
cos. En el aspecto matemdtico-cualitativo, el
principal interés consiste en el estudio del cam-

bio de los valores numéricos de los parimetros
y en el correspondiente cambio de fase.

La No-linealidad en Mecdnica

Entre los fendmenos fisicos familiares y sig-
nificativos para el alumnado destacan tanto
aquellos que ocurren en los juegos en los que se
utilizan diversos tipos de pelotas, como aque-
llos otros relacionados con los movimientos co-
tidianos de coches, motos y bicicletas. Los pro-
gramas escolares y la diddctica tradicional enfo-
can el estudio de estos fenémenos no-lineales
de una forma totalmente idealizada ignorando,
para prescindir de su complicacién matemaética,
el rozamiento con el aire de las pelotas o bolas.
Esta idealizacion conlleva el inconveniepte de

alejar el enfoque del aula de las experiencias co-
tidianas que tienen los estudiantes de su practi-
ca en el juego y les lleva a tener dos sistemas
conceptuales alternativos que pueden conmutar
en funcién del dmbito en que se encuentren:
idealizado-ficticio para el ambiente escolar y
empfrico- realista para el dmbito no-escolar.

La consideracién de los aspectos no-linea-
les, de fendmenos tan cotidianos y familiares
para el alumnado como el rozamiento con el ai-
re de moviles, permitiria integrar la Fisica del
aula con el conocimiento previo y real que tie-
nen los alumnos acerca de diches fenémenos y
que han ‘adquirido, fundamentalmente, por las
experiencias ligadas al juego v a su aprendizaje
informal y espontdneo. Si los recursos didacti-
cos incluyen el estudio de los fendmenos no-li-
neales, que son los més frecuentes en la natura-
leza, disminuiria la discrepancia entre los
aprendizajes formales e informales de los estu-
diantes y consecuentemente mejoraria el éxito
escolar. Consideremos, a titulo de ejemplo, dos
familias de fendmenos habituales en el estudio
de la Mecénica en la Ensefianza Secundaria.

Movimiento vertical y tiro de proyectiles

La ensefianza escolar considera los cuerpos
que caen como si estuvieran en el vacio y por

tanto lo hicieran libremente {con la “aceleracion
de la gravedad 938 '%2 .

Esta ensefianza choca frontalmente con los
esquemas conceptuales que los alumnos han
construido en el dmbito del juego, donde han
observado que los cuerpos tardan en caer mas o
menos dependiendo de su forma, tamafo vy
masa.

Por ejemplo, si se ignora el efecto del roza-
miento con el aire en el movimiento de caida de
las gotas de [luvia éstas dejarfan de ser inofensi-
vas y, sin embargo, asi es como se estudia en el
aula al considerarlo como un fenémeno de cai-
da libre. Sabemos, por el contrario, que una go-
ta de lluvia de 2 mm de radio llega al suelo con
una velocidad terminal aproximada de 9 m/s
(Serway, 1985), mientras que si cayera libre-
mente desde una altura de 5 Km alcanzaria al
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llegar al suelo una velocidad algo mayor de 300
m/s, equivalente a unos 1000 Km/h. Esto supo-
ne una discrepancia extraordinariamente gran-
de entre los resultados de los célculos teéricos
idealizados y totalmente ficticios y la realidad
percibida. ;Con estos datos, pueden realmente
nuestros alumnos conciliar sus experiencias in-
formales con los cdlculos idealizados de las acti-
vidades del aula propuestas por los profesores y
libros de texto?

El estudio de la caida de cuerpos en la at-
mosfera, considerando el rozamiento con el ai-
re, permite la oportunidad de introducir con-
ceptos tipicamente no-lineales como los de cau-
salidad circular y autorregulacién.

Puede suponerse, como hipétesis realista,
que el rozamiento del aire es proporcional a al-
guna potencia de la velocidad dependiendo del
rango de velocidades y de la forma del objeto
que cae. La constante de proporcionalidad, K ,
depende, a su vez, de la forma y tamafio del
cuerpo. Experimentalmente se ha encontrado
que para cuerpos pequenos puede tomarse la
primera potencia de la velocidad siempre que la
velocidad se mantenga inferior a unos 24 m/s, y
una aproximacién cuadrética para velocidades
superiores pero inferiores a la del sonido (Ma-
rion, 1975). Si la fuerza de friccion, f, es, por
ejemplo, proporcional al cuadrado de la veloci-
dad tiene la forma matemadtica f= kv". Entonces
la fuerza resultante Fp viene dada por la ecua-
cion

Fp=mg -k’

en cuyo caso la aplicacién de la Segunda Ley de
Newton conduce a la obtencién de la aceleracién
_Fy _ k?
PRl B
m m

que demuestra que efectivamente nuestros alumnos
tienen razon cuando afirman que la aceleracion de ca-
fda depende de la masa del cuerpo, m, y de su formay
tamailo, k. Dado que la aceleracién depende de la ve-
locidad y ésta a su vez de la primera queda establecida
una causalidad circular. Si suponemos que, durante
cada uno de los pequefios intervalos de tiempo, A 1,
la aceleracion es constante, entonces la ltima férmula
puede complementarse con la elemental y familiar de

INVESTIGACION EN L&A ESCUELA 2004

V.oa =V talt

De esta manera puede obtenerse la tabla de
valores de la velocidad en funcién del tiempo
de acuerdo a la secuencia

vi=0-a(t=0=g) o W=A) = alt=8) > v{t=241) »..

donde los intervalos de tiempo, A t, pueden
tomarse tan pequenos como se quiera; sin em-
bargo, para ilustrar cualitativamente el fend-
meno bastarfa con tomar intervalos de 1 se-
gundo. De esta manera, se obtendria una linea
poligonal para la gréfica de la velocidad en
funcién del tiempo. Tomando intervalos de
tiempo cada vez menores puede comprobarse
que la linea poligonal se va aproximando a una
curva de pendiente cada vez menor hasta lle-
gar un instante en que la aceleracién se hace
cero vy la velocidad constante igual a la veloci-
dad limite.

Es ilustrativo y muy didéctico la demostra-
cién del valor de la velocidad limite, v, consi-
derando que se alcanza cuando la aceleracién se
anula. Esto llevaa

que vuelve a dar la razén a nuestros alumnos
“fisicos experimentales aficionados” cuando
afirman que la velocidad de caida depende de la
masa del cuerpo que cae y de su tamafio y for-
ma. El hecho de que la velocidad se mantenga
fija en el valor limite ilustra el concepto no-li-
neal de autorregulacion.

Un conjunto muy amplio de actividades de
interés para los alumnos puede disenarse en re-
lacién a las actividades deportivas donde se em-
plean pelotas; asi, por ejemplo, la ensefianza ha-
bitual del “Tiro de proyectiles” que se hace su-
poniendo que tiene lugar en el vacio, tiene que
ser replanteada teniendo en cuenta el efecto no-
lineal del rozamiento con el aire, ya que es éste
el causante de fendmenos tan espectaculares co-
mo el “liftado” en el tenis o los tiros con efecto
en el fiitbol y otros deportes que seguro que
atraen la atencién, cuando menos inicialmente,
de nuestros alumnaos.
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Vehiculos terrestres

Otro tema de gran interés didédctico para el
alumnado de secundaria es el del movimiento
de vehiculos familiares: coches, motos y bicicle-
tas fundamentalmente.

La didéctica habitual de la Cinematica y Di-
namica de estos vehiculos, al ignorar la resisten-
cia del aire, lleva a que la aceleracién es cons-
tante y, en censecuencia, a resultados absurdos
del tipo de los comentados en el parrafo ante-
rior. Un estudic mds realista de la Cinematica
puede hacerse suponiendo la hipotesis de que la
aceleracion no es constante sino que es, en cada
momento, proporcional a la diferencia entre la
velocidad terminal o limite, v, y la velocidad en
ese instante, v, es decir

dv
= ;f?: k(v,—v,)

Por otra parte, la Dindmica puede enfocarse
bajo la hipdtesis de que la resistencia del aire, f,
es proporcional al cuadrado de la velocidad,
donde la constante de proporcionalidad depen-
de a su vez de la forma, Cy, de la superficie
frontal del vehiculo A y de la densidad del aire
P. Si F designa la fuerza resultante sobre el ve-
hiculo, Fr la fuerza de traccidn, y suponiendo
que se mueve en una carretera horizontal tene-
mos

szFr_szr_%CxApvz

y después de aplicar la Segunda Ley de Newton
de la Dindmica obtener el valor de la aceleracién

1
B —ECx A,ov2

a =

m

cuya forma nos permite deducir las mismas con-
clusiones que en los fendmenos de caida libre.

Puede calcularse el valor de la velocidad li-
mite como el valor particular de la velocidad
cuando la aceleracién se anula

2F,
C.Ap

!

que es coherente con las observaciones empiri-
cas del alumnado.

Conclusiones

De lo expuesto en los apartados anteriores
pueden extraerse consecuencias importantes
para la Filosofia de la Ciencia, el Pensamiento y
la Diddctica de las Ciencias.

Implicaciones para la Filosofia de la Ciencia y la
Educacidn

Hemos visto que la Teoria (Matemdtica) de
los Sistemas Dindmicos demuestra que en los
sistemas complejos, como la Naturaleza y las
sociedades, no existen comportamientos deter-
ministas puros sino que pueden darse evolucio-
nes aleatorias para determinados valores de al-
gunas variables. Dependiendo de los valores
iniciales, los sistemas pueden tener evoluciones
impredecibles, Estos comportamientos son la
norma y no la excepcién. No es posible, por
tanto, predecir el futuro de la sociedad y del en-
torno fisico, ya que no estdn determinados por
leyes externas ajenas a la voluntad humana sino
que estd abierto y depende de nuestras acciones.

Por lo tanto, la vieja pretensidn de los socio-
logos, psicélogos y biologos mecanicistas de to-
mar la Fisica Determinista Newtoniana como
modelo de ciencia ha resultado desacertada a la
luz de la evolucién experimentada por la Fisica
en los Gltimos tiempos. Todavia hoy, sin embar-
go, estdn muy arraigados los determinismos
cientifico, tecnoldgico, bioldgico y social cuya
influencia es nefasta tanto para el conjunto de la
sociedad como para el dmbito educativo. Para
refutar estos planteamientos es importante tener
en consideracion las tltimas aportaciones he-
chas por la Teorfa (Matematica) de los Sistemas
Dindmicos. Conocer los principales hallazgos de
la clencia actual y aplicarlos a la realidad social y
natural parece hoy, més que nunca, un deber.

Creemos firmemente que la Educacién en
general y la Didactica de las Ciencias en parti-
cular pueden y deben ser reconceptualizadas
desde nuevos fundamentos construidos en tor-
no a los conceptos de indeterminismo, irrever-
sibilidad, incertidumbre y apertura.

Ello permitira alejarnos de andlisis simplis-
tas, en gran medida interesados, y afrontar los
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graves problemas de la Humanidad con una vi-
sion cientifica actualizada. Si como afirma el
profesor Cérdoba Zurita (2003) el “riesgo mayor
de Ia civilizacién humana proviene del hecho de
que el ser humano puede mds que sabe” es mas
necesario que nunca una comunicacion fluida y
permanente entre humanistas y cientificos. Esto
abrirfa la posibilidad de intervenir activamente
en la construccion de un mundo mejor, en el que
las ciencias de la naturaleza y las ciencias sociales
estén indisolublemente unidas. Todo ello facilita-
ria la emergencia de la Tercera Cultura. En ese re-
to nos sentimos comprometidos.

Implicaciones para la Diddctica de las Ciencias

Entendemos que la combinacién de la me-
todologia matemadtica-cualitativa en el andlisis
de los sistemas dindmicos con técnicas infor-
maticas sencillas permite utilizar, de forma rela-
tivamente facil, la simulacién-modelacién ma-
temdtica en el estudio de fendmenos complejos
(no-lineales) en sus aspectos mas basicos. Todo
ello dentro de metodologfas didacticas innova-
doras que, teniendo en cuenta el estado actual
del desarrollo de la Fisica y la Biologia, partan
de los aprendizajes informales de los alumnos
en aquellos fenémenos en los que no era posi-
ble hacerlo anteriormente debido a su comple-
jidad, ritmo de cambio, imposibilidad de obser-
vacion y/o experimentacion y dificultad mate-
mdtica.
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SUNMMARY

We review in this article the contribution that Physics itself has made to the episte-
molagical crisis of Newtonian Mechanicism, and, in consequence, to the development
of the Paradigm of Complexity. The study of non-linear phenomena and the (Mathe-
maticall Theory of Dynamic Systems are highlighted. Substantial changes in educa-
tion and the teaching of science are proposed. in agreement with the present view
of Physics and development in Mathematics and Computer Science. !

RESUME

Cet article fait référence & la contribution apportée par la Physique a la crise épis-
témologigue du Mecanicisme Newtonien et, par conséguent, au développement du
Paradigme de la Complexité. On v insiste sur la Théorie (Mathématiguel des Systemes
Dynamigues et sur I'étude des phénomeénes non-linéaires. C'est donc a partir de 1a
que I'on propose des changements importants dans I'éducation et dans l'enseigne-
ment des sciences adaptés a la conception actuelle de la Physigue et aux progres des
Mathématiques et de I'Informatique.
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